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2 ZAKLADNI ABSTRAKTNI MODELOVA STRUKTURA

1 Uvod

Matematika a epidemie, tyto slova k sobé na prvni pohled p#ili§ nepasuji. Opak je
vSak pravdou. Duvodu pro pouziti matematiky v sifeni nemoci je hned nékolik.
Jednak experimenty v epidemiologii jsou slozité a nakladné, coz je bohuzel v
soucasné dobé jedno z hlavnich hledisek, a také ¢asto nemozné. Dalsim duvodem
mohou byt i ruznd etickd hlediska, ktera mohou byt s experimentem spojena.
I kdyz se nakonec dany experiment uskute¢ni, vysledna data mohou byt casto
nekompletni ¢ nepfesna.

Vyhodou matematického modelovéani je i jeho dlouha historie v modelovani
epidemii.

Modelovani je soucéasti rozhodovani v ramci epidemiologické politiky v fadé
vyspélych zemi, napt. USA, Kanada, Velka Britanie.

Nemoci se daji rozdélit dle typu infekénich agentu do dvou skupin, tj. mik-
roparaziti a makroparaziti. Kazda z téchto skupin se lis{ jak v zivotnich cyklech,
tak i v dopadu na hostitele. Proto je nutné pouziti strukturalné odlisnych epide-
miologickych modela. V préci se budu zabyvat modelovanim mikroparazitalnich
onemocnéni.

Epidemické infekén{ nemoci pusobi na kratkych casovych skéldch (tydny,
¢i nékolik meésici). Vyznacuji se hlavné nahlym rastem nemocnosti, infikuji
vyznamnou ¢ast obyvatelstva a nakonec infekce vymizi. Pitkladem muze byt
napiiklad ptaci chiipka, ebola nebo SARS. [? ] 77

2 Zakladni abstraktni modelova struktura

Hostitelé nemoci se rozdéluji do ti{ zékladnich skupin - Susceptible (ndchylni),
Infectious (infekéni), Recovered nebo téz Removed (imunni). Néchylni jedinci
jsou taci, ktefi jsou nachylni k ziskani nemoci, pokud s ni pfijdou do styku.
Infekéni jedinci nemoc piendsi na nachylné jedince, pokud se s nimi setkaji. A
imunni jedinci jiz nemoc prodélali a tudiz nejsou infekéni ani nachylni. Ziskali
na nemoc imunitu. Ta v8ak nemusi byt trvala.

Vyse uvedené zdkladni skupiny se daji skladat do ruznych epidemiologic-
kych modeli. Tyto modely jsou oznaceny zkratkou, ktera symbolizuje vybrané
skupiny a prechody mezi nimi.
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Obrézek 1: Epidemiologické modely
3 Zakladni epidemicky ramec pro SIR model

Predpokldda se, ze epidemie je relativné kratka a neuvazujeme okolni vlivy (na-
talita, mortalita a migrace). Dalsim pfedpokladem je, Ze nemoc neni smrtelné,
az na vyjimky. Poslednim bodem je, ze ziskana imunita je jiz trvala.

Kazdou tfidu vyjadiime obycejnou diferencidlni rovnici. Tyto rovnice popi-
suji rychlost zmény poctu jedincu v dané tiidé. Tato rychlost je ur¢ena vsemi
procesy, které tuto veli¢inu ovliviiuji.

% = - rychlost novych infekci
4L — rychlost novych infekef - rychlost uzdraven{
% = rychlost uzdraveni

AS = rychlost novych infekci

A oznacuje silu ¢i riziko infekce, jedna se tedy o pravdépodobnost, ze se
nachylny jedinec za jednotku casu nakazi od infekéniho jedince. Sila infekce je
zéavisld na mnoha faktorech, napt. velikost populace, struktura kontaktu atd.

Nejjednodussim predpokladem je, ze se jedinci potkavaji ndhodné a kazdy
jednotlivec mé totoznou pravdépodobnost, ze se setkd s kazdym jinym jedin-
cem. Tento predpoklad je nazyvan jako homogenni michani. Z toho dostavame
nasledujici vzorec pro silu infekce.

sila infekce = A = (;Sp%, kdef = ¢p
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¢ oznacuje pocet kontakti kazdého jedince za jednotku casu. Podil % je
proporce kontaktt, které jsou s infekénim jedincem. A pravdépodobnost pienosu
infekce se znaci jako p.

¢ se muze byt vyjddieno 3 zpusoby.

#(N) = aN - pocet kontaktu roste linedrné s velikost{ populace N (Mass
action incidence)

¢(N) = a - pocet kontakti nezdvisi na velikosti populace N (Standard inci-
dence)

d(N) = 1_‘;‘_?[]\, - pocet kontaktu roste asymptoticky s velikosti populace N

Pro rychlost uzdraveni je zdkladnim ptredpokladem, ze se jedinci uzdravuji
konstantni rychlosti. vI - rychlost uzdraveni

Ackoli neni predpoklad o konstantni rychlosti uzdravovani ptilis realisticky,
je dostacujicim pro mnoho modelovych studii.

Zakladni epidemicky SIR model

dS _ _ pSI
T =PF

dl __ SI

@ =B~ -1
dR __

@ =1

N znaéi celkovou populace (N = S + I + R) a je konstantni. Poc¢atec¢ni
podminky jsou nadefinovdny nasledovné - populace je plné nachylnd a dostane
se do ni malé mnozstvi infikovanych jedincu.

S(0) ~ N, I(0) ~ 0, R(0) = 0
Aby se infekce zacala &ifit, musi platit % > 0. Protoze % = I(ﬁ% - ),
nastane to, kdyz S(S/N)/~v > 1.

Zakladni reprodukeéni ¢islo, Ry , je primarni veli¢inou v epidemiologii. Vyja-
dfuje prumérny pocet sekundérnich infekei vzniklych tim, ze jeden infikovany
jedinec se dostane do hostitelské populace, ve které jsou vSichni jedinci nachylni
a ${f1 ndkazu. Pro predstavu redlné hodnoty Ry jsou 2-4 pro chiipku a 100 pro
maldrii. Vlastné Ry = kolik jedinci nakazim za jednotku ¢asu x doba trvani
nemoci.

_ps 1 _ B

Ry =B% x Sls=n =%

Vzhledem k tomu, ze vime, Ze epidemie zacne, pokud 8/ > 1, tak epidemie
zacne, kdyz Ry > 1. Takze zndme spoustéc celé epidemie. Ted potiebujeme
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zjistit, jak bude epidemie pokracovat?

Kfivka rovnovahy modelu je nasledujici I* = 0, S* + R* = N. Pocet nachyl-
nych jedincu klesd dS/dt < 0

S —Se >0prot— oo
S+ =—-~I=S4+1— Sew+1Ic>0prot— co
limioo(S+ 1) =0= T =limieol(t) =0= S+ 1T — S

Pokud tedy je Ry > 1, pak se pocet infekénich jedincti na pocatku zvétsuje
a nakonec klesne k nule.
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Obrazek 2: Porovndni modelu s redlnymi daty (chfipka)

Podivédme-li se blize, zjistime, ze vyssi Ry = 3/ povede k rychlejsimu né-
stupu epidemie. Z toho také vyplyva, ze epidemie bude kratsi.

4o = (B5E —41)|t=0 = vI(0)(Ro — 1)

Pro zjisténi, kolik jedincu bude nakazenych, kdyz epidemie dosdhnout vyr-
cholu pouzijeme tento vzorec.

4L = yI(Roy% — 1)

%zO@S*zRﬂovéaset:t*
Kde Ry uréuje pocet zdravych jedinetl na vrcholu epidemie. Retézové pravi-
dlo dI /dt = (dI/dS)(dS/dt) = & = % /98 = =1+ 75 Integrovanim od 0 do

t dostavame: I(t) — I(0) = —(S(t) — S(0)) + Rﬂoln%
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Po dosazeni t = t*,S* = N/Ry, S(0) = N, I(0) = 0 ziskdme 4, = I”ﬁ =
1-— R% + Riolni dimas > () = ¢fm je vyssi Ro, tim je epidemie zavaznéjsi.
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Obrézek 3: Vizualizace pro ruzna Ry

Diky Ry také muzeme zjistit, zda se nemoc bude (R > 1) ¢i nebude (Ry < 1)
§itit hostitelskou populaci. Ry muzeme snizit napiiklad vakcinaci a tim sniZzit
riziko, ze epidemie vznikne. Vakcinace nam totiz pfesune subjekt ze tiidy na-
chylnych (S) rovnou do t¥idy imunnich (I).

Odhad Ry na pocatku epidemie.

4 — (B — NI =7I(Roy — 1) ~vI(Ros(0) — 1

I(t) = 1(0)exp[y(Ros(0) — 1)t]

Odhad rychlosti po¢ateéniho exponencidlniho rustu epidemie

A =7(Ros(0) = 1) = Ro = (1+ 2) 55 = 1+ AD )

D =1/~ = stiedni délka periody.

Vzorec sice mame, ale nevime, jaké vlastné A je. Potfebujeme ho tedy néja-
kym zpusobem odhadnout.

I(t) = 1(0)eM = In(I(t)) = In(I(0)) + At

A je tu smérnici pocateéniho exponencidlniho rustu epidemie ve zlogaritmo-
vané verzi grafu prubéhu prevelance nemoci. Jelikoz vsak takovyto graf neméame,
budeme se muset spokojit s epidemickou kfivkou, coz je graf funkce

() = B2 ~ Bs(0)1(1)

a vzhledem k tomu, ze In(f(t)) = In(Bs(0)I(0)) + At, mdme i nds graf



smérnici A.

Ry muzeme odhadnout zpétné, poté co epidemie probéhne.

In

4

4.1
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Ac se

Sx = H(5(0) - Su) = Ry = N'250-tnse

Zhodnoceni SIR modelu

Nedostatky zakladniho epidemického SIR modelu

Zadna preinfekéni perioda nemoci - je spoustu nemoci, které preinfekéni
fazi maji

Konstantni rychlost uzdravovani - v redlnych piipadech neni délka infekce
exponencialné rozdélena

Nenf zahrnuta zadna demografie - pokud jsou infekce dlouhotrvajici nebo
opakované, tak ji nelze zanedbat

Nemoc neni smrtelnd - u nékterych nemoci nelze mortalitu vzdy zanedbat

Z4dné sezonalita - napf. prazdniny ¢ skola mohou modifikovat rychlost
pfibyvéani novych infekei

Homogenni populace - realné populace se vzdy odlisuji, napt. vékové, pro-
storoveé

Vyhody zakladniho epidemického SIR modelu

Hlavni prednosti je, ze porozumime tomu, co je mozné v nejjednodussim
mozném modelu, ve kterém je vse, co se netykd interakce mezi hostitelem
a parazitem, odstranéno.

Jednoduchost - jednoduchéa struktura, vzhled i predikce

Jednd se o jadro pro slozitéjsi modely

Zaveér

jedna o zjednoduseny model, ktery neuvazuje ruzné dulezité faktory, do-

sahuje i tak dobrych vysledku pii porovnani modelu a skute¢né nemoci. Existuji
dalsi rozsiteni tohoto modelu, které napiiklad simuluji, jako to dopadne, pokud
se naptiklad vyuzije moznosti zavieni §kol, nebo pokud infekéni jedinci zustanou
a vyhnou se dalsimu kontaktu s ostatnimi.
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