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2 ZÁKLADNÍ ABSTRAKTNÍ MODELOVÁ STRUKTURA

1 Úvod

Matematika a epidemie, tyto slova k sobě na prvńı pohled př́ılǐs nepasuj́ı. Opak je
však pravdou. Důvod̊u pro použit́ı matematiky v š́ı̌reńı nemoćı je hned několik.
Jednak experimenty v epidemiologii jsou složité a nákladné, což je bohužel v
současné době jedno z hlavńıch hledisek, a také často nemožné. Daľśım d̊uvodem
mohou být i r̊uzná etická hlediska, která mohou být s experimentem spojena.
I když se nakonec daný experiment uskutečńı, výsledná data mohou být často
nekompletńı či nepřesná.

Výhodou matematického modelováńı je i jeho dlouhá historie v modelováńı
epidemíı.

Modelováńı je součást́ı rozhodováńı v rámci epidemiologické politiky v řadě
vyspělých zemı́, např. USA, Kanada, Velká Británie.

Nemoci se daj́ı rozdělit dle typu infekčńıch agent̊u do dvou skupin, tj. mik-
roparaziti a makroparaziti. Každá z těchto skupin se lǐśı jak v životńıch cyklech,
tak i v dopadu na hostitele. Proto je nutné použit́ı strukturálně odlǐsných epide-
miologických model̊u. V práci se budu zabývat modelováńım mikroparazitálńıch
onemocněńı.

Epidemické infekčńı nemoci p̊usob́ı na krátkých časových škálách (týdny,
či několik měśıc̊u). Vyznačuj́ı se hlavně nahlým r̊ustem nemocnosti, infikuj́ı
významnou část obyvatelstva a nakonec infekce vymiźı. Př́ıkladem může být
např́ıklad ptač́ı chřipka, ebola nebo SARS. [? ] ??

2 Základńı abstraktńı modelová struktura

Hostitelé nemoci se rozděluj́ı do tř́ı základńıch skupin - Susceptible (náchylńı),
Infectious (infekčńı), Recovered nebo též Removed (imunńı). Náchylńı jedinci
jsou taćı, kteř́ı jsou náchylńı k źıskáńı nemoci, pokud s ńı přijdou do styku.
Infekčńı jedinci nemoc přenáš́ı na náchylné jedince, pokud se s nimi setkaj́ı. A
imunńı jedinci již nemoc prodělali a tud́ıž nejsou infekčńı ani náchylńı. Źıskali
na nemoc imunitu. Ta však nemuśı být trvalá.

Výše uvedené základńı skupiny se daj́ı skládat do r̊uzných epidemiologic-
kých model̊u. Tyto modely jsou označeny zkratkou, která symbolizuje vybrané
skupiny a přechody mezi nimi.
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3 ZÁKLADNÍ EPIDEMICKÝ RÁMEC PRO SIR MODEL

Obrázek 1: Epidemiologické modely

3 Základńı epidemický rámec pro SIR model

Předpokládá se, že epidemie je relativně krátká a neuvažujeme okolńı vlivy (na-
talita, mortalita a migrace). Daľśım předpokladem je, že nemoc neńı smrtelná,
až na výjimky. Posledńım bodem je, že źıskaná imunita je již trvalá.

Každou tř́ıdu vyjádř́ıme obyčejnou diferenciálńı rovnićı. Tyto rovnice popi-
suj́ı rychlost změny počtu jedinc̊u v dané tř́ıdě. Tato rychlost je určena všemi
procesy, které tuto veličinu ovlivňuj́ı.

dS
dt = - rychlost nových infekćı

dI
dt = rychlost nových infekćı - rychlost uzdraveńı

dR
dt = rychlost uzdraveńı

ΛS = rychlost nových infekćı

Λ označuje śılu či riziko infekce, jedná se tedy o pravděpodobnost, že se
náchylný jedinec za jednotku času nakaźı od infekčńıho jedince. Śıla infekce je
závislá na mnoha faktorech, např. velikost populace, struktura kontakt̊u atd.

Nejjednodušš́ım předpokladem je, že se jedinci potkávaj́ı náhodně a každý
jednotlivec má totožnou pravděpodobnost, že se setká s každým jiným jedin-
cem. Tento předpoklad je nazýván jako homogenńı mı́cháńı. Z toho dostáváme
následuj́ıćı vzorec pro śılu infekce.

śıla infekce = Λ = φp IN , kdeβ = φp
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3 ZÁKLADNÍ EPIDEMICKÝ RÁMEC PRO SIR MODEL

φ označuje počet kontakt̊u každého jedince za jednotku času. Pod́ıl I
N je

proporce kontakt̊u, které jsou s infekčńım jedincem. A pravděpodobnost přenosu
infekce se znač́ı jako p.

φ se může být vyjádřeno 3 zp̊usoby.

φ(N) = aN - počet kontakt̊u roste lineárně s velikost́ı populace N (Mass
action incidence)

φ(N) = a - počet kontakt̊u nezáviśı na velikosti populace N (Standard inci-
dence)

φ(N) = aN
1+bN - počet kontakt̊u roste asymptoticky s velikost́ı populace N

Pro rychlost uzdraveńı je základńım předpokladem, že se jedinci uzdravuj́ı
konstantńı rychlost́ı. γI - rychlost uzdraveńı

Ačkoli neńı předpoklad o konstantńı rychlosti uzdravováńı př́ılǐs realistický,
je dostačuj́ıćım pro mnoho modelových studíı.

Základńı epidemický SIR model

dS
dt = −β SIN
dI
dt = β SIN − γI

dR
dt = −γI

N znač́ı celkovou populace (N = S + I + R) a je konstantńı. Počátečńı
podmı́nky jsou nadefinovány následovně - populace je plně náchylná a dostane
se do ńı malé množstv́ı infikovaných jedinc̊u.

S(0) ≈ N, I(0) ≈ 0, R(0) = 0

Aby se infekce začala š́ı̌rit, muśı platit dI
dt > 0. Protože dI

dl = I(β S
N − γ),

nastane to, když β(S/N)/γ > 1.

Základńı reprodukčńı č́ıslo,R0 , je primárńı veličinou v epidemiologii. Vyja-
dřuje pr̊uměrný počet sekundárńıch infekćı vzniklých t́ım, že jeden infikovaný
jedinec se dostane do hostitelské populace, ve které jsou všichni jedinci náchylńı
a š́ı̌ŕı nákazu. Pro představu reálné hodnoty R0 jsou 2-4 pro chřipku a 100 pro
malárii. Vlastně R0 = kolik jedinc̊u nakaźım za jednotku času x doba trváńı
nemoci.

R0 = β S
N ×

1
γ |S=N = β

γ

Vzhledem k tomu, že v́ıme, že epidemie začne, pokud β/γ > 1, tak epidemie
začne, když R0 > 1. Takže známe spouštěč celé epidemie. Ted’ potřebujeme
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3 ZÁKLADNÍ EPIDEMICKÝ RÁMEC PRO SIR MODEL

zjistit, jak bude epidemie pokračovat?

Křivka rovnováhy modelu je následuj́ıćı I∗ = 0, S∗+R∗ = N . Počet náchyl-
ných jedinc̊u klesá dS/dt < 0

S → S∞ ≥ 0 pro t→∞

(S + I)′ = −γI ⇒ S + I → S∞ + I∞ ≥ 0 pro t→∞

limt→∞(S + I)′ = 0⇒ I∞ = limt→∞I(t) = 0⇒ S + I → S∞

Pokud tedy je R0 > 1, pak se počet infekčńıch jedinc̊u na počátku zvětšuje
a nakonec klesne k nule.

Obrázek 2: Porovnáńı modelu s reálnými daty (chřipka)

Pod́ıváme-li se bĺıže, zjist́ıme, že vyšš́ı R0 = β/γ povede k rychleǰśımu ná-
stupu epidemie. Z toho také vyplývá, že epidemie bude kratš́ı.

dI
dt |t=0 = (β SIN − γI)|t=0 = γI(0)(R0 − 1)

Pro zjǐstěńı, kolik jedinc̊u bude nakažených, když epidemie dosáhnout vyr-
cholu použijeme tento vzorec.

dI
dt = γI(R0

S
N − 1)

dI
dt = 0⇔ S∗ = N

R0
v čase t = t∗

Kde R0 určuje počet zdravých jedinc̊u na vrcholu epidemie. Řetězové pravi-
dlo dI/dt = (dI/dS)(dS/dt)⇒ dI

dS = dI
dt /

dS
dt = −1 + N

R0S
. Integrováńım od 0 do

t dostáváme: I(t)− I(0) = −(S(t)− S(0)) + N
R0
ln S(t)
S(0)
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3 ZÁKLADNÍ EPIDEMICKÝ RÁMEC PRO SIR MODEL

Po dosazeńı t = t∗, S∗ = N/R0, S(0) = N, I(0) = 0 źıskáme imax = Imax

N =

1− 1
R0

+ 1
R0
ln 1
R0

. dimax

dR0
> 0⇒ č́ım je vyšš́ı R0, t́ım je epidemie závažněǰśı.

Obrázek 3: Vizualizace pro r̊uzná R0

Dı́ky R0 také můžeme zjistit, zda se nemoc bude (R0 > 1) či nebude (R0 < 1)
š́ı̌rit hostitelskou populaćı. R0 můžeme sńıžit např́ıklad vakcinaćı a t́ım sńıžit
riziko, že epidemie vznikne. Vakcinace nám totiž přesune subjekt ze tř́ıdy ná-
chylných (S) rovnou do tř́ıdy imunńıch (I).

Odhad R0 na počátku epidemie.

dI
dt = (β S

N − γ)I = γI(R0
S
N − 1) ≈ γI(R0s(0)− 1

I(t) = I(0)exp[γ(R0s(0)− 1)t]

Odhad rychlosti počátečńıho exponenciálńıho r̊ustu epidemie

Λ = γ(R0s(0)− 1)⇒ R0 = (1 + Λ
γ ) 1

s(0) = (1 + ΛD 1
s(0) )

D = 1/γ = středńı délka periody.

Vzorec sice máme, ale nev́ıme, jaké vlastně Λ je. Potřebujeme ho tedy něja-
kým zp̊usobem odhadnout.

I(t) = I(0)eΛt ⇒ ln(I(t)) = ln(I(0)) + Λt

Λ je tu směrnićı počátečńıho exponenciálńıho r̊ustu epidemie ve zlogaritmo-
vané verzi grafu pr̊uběhu prevelance nemoci. Jelikož však takovýto graf nemáme,
budeme se muset spokojit s epidemickou křivkou, což je graf funkce

f(t) = β S(t)I(t)
N ≈ βs(0)I(t)

a vzhledem k tomu, že ln(f(t)) = ln(βs(0)I(0)) + Λt, máme i náš graf
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směrnici Λ.

R0 můžeme odhadnout zpětně, poté co epidemie proběhne.

ln S∞
S(0) = −R0

N (S(0)− S∞)⇒ R0 = N lnS(0)−lnS∞
S(0)−S∞

4 Zhodnoceńı SIR modelu

4.1 Nedostatky základńıho epidemického SIR modelu

• Žádná preinfekčńı perioda nemoci - je spoustu nemoćı, které preinfekčńı
fázi maj́ı

• Konstantńı rychlost uzdravováńı - v reálných př́ıpadech neńı délka infekce
exponenciálně rozdělená

• Neńı zahrnuta žádná demografie - pokud jsou infekce dlouhotrvaj́ıćı nebo
opakované, tak ji nelze zanedbat

• Nemoc neńı smrtelná - u některých nemoćı nelze mortalitu vždy zanedbat

• Žádná sezonalita - např. prázdniny či škola mohou modifikovat rychlost
přibýváńı nových infekćı

• Homogenńı populace - reálné populace se vždy odlǐsuj́ı, např. věkově, pro-
storově

4.2 Výhody základńıho epidemického SIR modelu

• Hlavńı přednost́ı je, že porozumı́me tomu, co je možné v nejjednodušš́ım
možném modelu, ve kterém je vše, co se netýká interakce mezi hostitelem
a parazitem, odstraněno.

• Jednoduchost - jednoduchá struktura, vzhled i predikce

• Jedná se o jádro pro složitěǰśı modely

5 Závěr

Ač se jedná o zjednodušený model, který neuvažuje r̊uzné d̊uležité faktory, do-
sahuje i tak dobrých výsledk̊u při porovnáńı modelu a skutečné nemoci. Existuj́ı
daľśı rozš́ı̌reńı tohoto modelu, které např́ıklad simuluj́ı, jako to dopadne, pokud
se např́ıklad využije možnosti zavřeńı škol, nebo pokud infekčńı jedinci z̊ustanou
a vyhnou se daľśımu kontaktu s ostatńımi.
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